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( $\mathrm{R}^{n}$ ) :
$\bullet$ $\mathrm{R}^{n}\subset \mathrm{R}_{:}^{n}$ $\bullet$ $S^{n}\subset \mathrm{R}_{:}^{n+1}$ $\bullet$ $H^{n}\subset \mathrm{R}^{2n-1}$ ,
$\bullet$ [CI] $Sp(n)/U(n)\subset \mathrm{R}^{p\iota(ln+1)}..$ , $\bullet$ $[\mathrm{C}_{n}]$ $Sp(n)\subset \mathrm{R}^{4n^{2}}$ ,




\S 2. General theory.
. $f$ : $M^{n}arrow \mathrm{R}^{n+r}$ $n$
. ( , $r\leq n$ . ) 2
$\alpha$ : $T_{x}M\cross T_{x}\Lambda\prime Iarrow T_{x}^{[perp]}M$
. $T_{x}^{[perp]}M$ $x\in M$ . $\alpha$ ,
:
-g(R(}$\nearrow Z$ )$jX,$ $W$ ) $=\langle$ $\alpha(X,$ $Y).,$ $\alpha$ (Z, $\mathrm{T}V)\rangle$ $-\langle\alpha(X, Z), \alpha(Y, W)\rangle$ .
$R$ $M$ , $\langle$ .’ $\rangle$ $T_{x}^{[perp]}M$ . $X\in T_{x}M$
\mbox{\boldmath $\alpha$} : $T_{T}.\Lambda Iarrow T_{x}^{[perp]}\Lambda I$
$\alpha_{X}(Y)=\alpha$ (X, $Y$ )
. $Y_{i}Z\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha$X $R(\mathrm{y}^{r}, Z)X=0$
. $\mathrm{m}$ $T_{x}\mathit{1}\mathrm{t}\prime I=\cdot n,$ $\mathrm{d}$im $T_{x}^{[perp]}M=r$ $\dim \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha_{X}\geq n-r$ . $(n\geq r$
- . ) $f$ : $M^{n}arrow \mathrm{R}^{n+r}$






$\nu V$ $R(\mathrm{Y}’, Z)X=0,$ (’Y, $Z\in W$ ) $T_{x}M$
. $R\prime I$ $\mathrm{z}_{+}$ $p_{\Lambda \mathrm{f}}$ (x)
$p_{\mathrm{A}I}(\prime t\cdot)=\mathrm{n}1\mathrm{i}\mathrm{n}d(X)\lambda^{r}\in T_{x^{\phi f}}$
. $p_{\mathrm{A}I}$ (x) $M$ intrinsic .
1 [9]. $\mathit{1}1’I^{n}$ $\mathrm{R}^{n+7}$. , $M^{n}$ $x$
$r\geq n-p_{\lambda J},(x)$
. $x$ $\mathbb{J}I^{n}$ $n-p_{M}(x)-1$
.
$\Lambda\cdot\prime I$ $\mathrm{i}\iota \mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{c}$ $\mathit{1}\mathrm{t}I$
/
. ( $M$ $\mathrm{R}^{n},$ $S^{n}$ $p_{\Lambda \mathrm{f}}$ ( $n,$ $n-1$ ,
$\mathrm{R}^{n}\not\subset \mathrm{R}_{:}^{n-1}S^{n}\not\subset \mathrm{R}^{n}$ . ) $\mathit{1}\mathrm{t}I=G/K$ $I$) $\Lambda$’
, $p(G/K)$ .
$p(G/K)$ [9] :
$e$ p(\Lambda $\mathrm{x}M_{2}$ ) $=p(M_{1})+p(M_{2},)$ ,
$\bullet p(M)=p(M^{*})$ .
$M^{*}$ $M$ . $\lambda I$ , $p(G/K)$
. $\mathrm{g}=\not\in+\mathrm{m}$ $G$ $\mathfrak{g}$ , $a$ $\mathrm{m}$
, $\S_{0}=$ { $X\in\not\in|$ [X, $\alpha]=0$ } .
$p(G/K)=\mathrm{m}\mathrm{d}.\mathrm{x}W^{\cdot}$dirn $\mathrm{I}’1^{\prime^{r}}$.
$W$ $[W, W]\subset \mathrm{f}_{0}$ $\mathrm{m}$ .
$p(G/K)$ ,
[9], [10], [12]. L $\mathrm{f}_{0}=\{0\}$ ( Satake
, rank $M=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}$ $G$
) $p(G/K)=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}G$/K . [CI] $Sp(n)/U$ (n)




2[9]. $Sp(n)/U$ ( n.) , Kobayashi
.
$jSp(n)/U$ (n)












. $G$ , $p(G)$
, [10] :
$SU$(n): $[. \frac{3n}{2}]-1\leq p(G)\leq 2n-1$ ,
SO$(2n+1)$ : $2n\leq p(G)\leq 4n+1$ ,
SO $(2n)$ : $n+2[ \frac{n}{2}]\leq p(G)\leq 4n-1$ .
$p(G’)$
. 1 , $p$ (G)
,
. (
. , $p(G)$ .
$Sp$ (n) , $p(G)$
. ) \S 4 (3) .
103
\S 3. Case of $P^{2}$ (Cay). Main Theorem.
Kobayashi $P^{2}$ (Cay) $=F_{4}/Spin$ (9) $\mathrm{R}^{26}$
. .
4[13], [14]. (1) $P^{2}(\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{y})$ $\mathrm{R}^{25}$
.
(2) $P^{2}(\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{y})$ $\mathrm{R}^{26}$ . : $P^{2}$ (Cay)
$\mathrm{R}^{26}$ Kobayashi ( $\mathrm{R}^{26}$
) .
, $M=P^{2}$ (Cay) , $p(M)=7$ . $P^{2}$ (Cay) 16
1 $\mathrm{R}^{24}$ . 4
(1) 1 . ( , $P^{\mathit{2}}(\mathrm{H})$
$=Sp(3)/Sp(2)\cross$ Sp(1) $p(P^{2}(\mathrm{H}))=3$ , 1 $P^{2}(\mathrm{H})\not\subset \mathrm{R}^{12}$
. $P^{2}(\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{y})$ , 1 ,
[13]. )
2 ( 5, 6) .
.
5[14]. $f_{0}$ : $M^{n}arrow \mathrm{R}^{n+r}$ $n$ $M$
. \leftrightarrow
$(*)$ -g(R(Y $Z$ ) $X,$ $\mathrm{I}\mathrm{t}’\vee$ ) $=\langle$ $\alpha(X,$ $Y),$ $\alpha$ (Z, $\mathrm{f}’\mathrm{f}^{r}/)\rangle$ $-\langle$ $\alpha(X,$ $Z),$ $\alpha$ (Y $\mathrm{I}’|^{\gamma})\rangle$
$M$ $O$ (r) , $M$
$f$ : $M^{n}arrow \mathrm{R}^{n+r}$ $f_{0}$ congruent.
$(*)$ $O$ (r)
: 2
$(*)$ . $(*)$ $\alpha$ 2




(cf. [16], [17], [18], $[25^{\eta}\rfloor,$ $[27],$ $[32],$ $[36],$ [37] ).
[14] .
4(1) 4(2) , 4 , $P\underline’(\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{y})$
5 . ( $P^{2}$ (Cay) , $P^{2}(\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{y})$
. )
. $\mathrm{g}=\mathrm{f}_{4},$ $\mathrm{e}$ =0(9) $G=F_{4},$ $K=Spin(9)$ , $\mathrm{g}=\not\in+\mathrm{m}$
$P^{2}$ (Cay) . $\mathrm{d}\mathrm{i}\ln \mathrm{m}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}P^{2}$(Cay) $=16$ . $a$ $\mathrm{m}$
, $\Sigma$ $a$ . $P^{2}$ (Cay)
1 , $\mu\in a$
$a=\langle\mu\rangle$ , $\Sigma=\{\pm\mu, \pm 2\mu\}\cong BC_{1}$ , $\mathrm{m}=\alpha\oplus$ m$(\mu)\oplus$ m$(2\mu)$
. $\mathrm{m}(\mu),$ $\mathrm{m}(2\mu)$ $\mu,$ $2\mu$ $\mathrm{m}$
:
$\mathrm{m}(\lambda)=\{X\in \mathrm{m}|[H, [H, X]]=-(\lambda, H)^{2}X, \forall H\in a\}_{\backslash }$
’
$(\lambda=\mu, 2\mu)$ .
$\ln$ $\mathrm{m}(l^{l})=8$ , dirn $\mathrm{m}(2\mu)=7$ . $\mathrm{t}(\mu),$ $\mathrm{t}(2lx)$
$\mathrm{P}(\lambda)=$ { $X\in \mathrm{t}|$ [H, $[H,$ $X]]=-(\lambda,$ $H)^{2}X,$ $\forall H\in a$ }, $(\lambda=\mu, 2\mu)$
$\mathrm{S}=\mathrm{f}_{0}\oplus$ P $(\mu)\oplus 1$ $(2\mu)$
. $\dim \mathrm{t}(\mu)=8,$ $\mathrm{d}$im $\mathrm{t}(2\mu)=7,$ $\mathrm{g}_{0}\cong 0$ (7) .
$\mathrm{m}_{0}=\alpha\dot,$ $\mathrm{m}_{1}=\mathrm{m}_{-1}=\mathrm{m}(\mu)$ , $\mathrm{m}_{2}=\mathrm{m}_{-2}=\mathrm{m}(2\mu)$ ,
$\mathrm{e}_{1}=\mathrm{t}_{-1}=\mathfrak{x}(\mu)$ , $\mathrm{t}_{2}=$ $2=\mathrm{f}(2\mu)\}$
$\mathfrak{m}_{i}=\mathrm{f}_{i}.=0$ $|$ i $|>2$
$[\mathrm{f}_{i},\mathrm{f}_{j}]\subset \mathrm{g}_{i+j}+\mathrm{g}_{i-\dot{J}},$ $[\mathrm{m}_{i},\mathrm{m}_{j}]\subset \mathrm{E}_{i+j}+$ ei-j, $[\epsilon_{i},\mathrm{m}_{j}]\subset \mathrm{m}_{i+j}+$ mg-j
. $[\mathrm{m}(2\mu), \mathrm{m}(2\mu)]\subset \mathrm{e}_{0}$ . $\mathrm{m}$ $W$ $[\nu V, W]\subset \mathfrak{p}_{0}$
$\dim W\geq 3$ 2 $W\subset \mathrm{m}(2\mu)$ ,
$p$ ( $P^{2}$ (Cay)) $=\dim \mathrm{m}(2\mu)=7$ . .
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6[14]. $\alpha$ : $\mathrm{m}\cross \mathrm{m}arrow \mathrm{R}^{10}$ $P^{2}$ (Cay) 10
. $\mathrm{A},$ $\mathrm{B}\in \mathrm{R}^{10}$ :
$\alpha$ (X, $X’$ ) $=(X, X’)\mathrm{A}$ , $\forall$X, $X’\in a\oplus \mathrm{m}(2l\iota)$ ,
$\alpha(Y, Y’)=(Y, Y’)$B, $\forall Y,$ $Y’\in \mathfrak{m}(\mu))$
$\alpha(X, Y)=-\frac{1}{||\mu||^{4}}\alpha(/\nu, [[\mu, Y], X])$ , $\forall_{X}\in \mathrm{m}(2\mu)$ , $\forall_{Y\in \mathrm{m}(\mu)}$ ,
$\langle \mathrm{A}, \mathrm{B}\rangle\oplus\alpha(\mu, \mathrm{m}(\mu))=\mathrm{R}^{10}$ ( ),
$||$A$||=||$B $||=2||\mu||$ , $\langle$A, $\mathrm{B}\rangle$ $=2||\mu||^{2}$ ,
$\langle a(_{l^{4}}, Y), \alpha(\mu, Y’\rangle=||\mu||^{4}(Y, \}’’)$ , $1^{r}.Y’)\in \mathrm{m}(l^{\mathrm{J}})$ .
(:) $\mathrm{m}$ . 3 $[[\mu, Y]$ , $X]\in \mathrm{m}(\mu)$ ,
$\alpha(\mathrm{m}(2\mu), \mathrm{m}(\mu))$ $\alpha(\mu, \mathrm{m}(\mu))$ . $\mathrm{R}^{10}$ .’ $\mathrm{A},$ $\mathrm{B}$
$\alpha(\mu, \mathrm{m}(\mu))$ 8 , 3
, $O$ (10) 10
.
, . $\alpha$ $P^{2}$ (Cay) 10
. \S 2 \mbox{\boldmath $\alpha$} : $\mathrm{m}arrow \mathrm{R}^{10}(X\in \mathrm{m})$ , $X=l^{l}$
, $\alpha_{\mu}$ . $\mathrm{m}$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha_{\mu}\geq 7$ . (
, . $\grave{)}$
$[[\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha_{\mu}, \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha_{\mu}],$ $\mu]=0$
, [ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha_{\mu},$ $\mathrm{K}$er $\alpha_{\mu}$ ] $\subset \mathrm{e}_{0}$ . $p(P^{2}(\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{y}))=7$ ,
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha_{\mu}=\mathrm{m}(2\mu)$ . $P^{2}$ (Cay) 1
, $\forall X\in \mathrm{m}$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha_{X}$ :
$X\in a\oplus \mathrm{m}(2\mu)$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha_{X}=\{Y\in a\oplus \mathrm{m}(2\mu)|(X, Y)=0\}$ ,
$X\in \mathrm{m}$ (\mu ) $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\alpha_{X}=\{Y\in \mathrm{m}(\mu)|(X, Y)=0\}$ .
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$\alpha$ (X, $X’$ ) $=(X, X’)\mathrm{A}$ , $X,$ $X’\in a\oplus \mathrm{m}(2\mu)$ ,
$\Gamma \mathrm{k}^{J}($ }’, $1”’)=(1’., 1”)\mathrm{B}$ , 1, $Y’\in \mathrm{m}(\mu)$
$\mathrm{A},$
$\mathrm{B}\in \mathrm{R}^{10}$ .
$-g(R(1”, Z)X,$ $\mathrm{I}\mathrm{t}^{\mathrm{v}})=\langle\alpha(X, \}’), \alpha(Z_{i}\dagger \mathrm{f}^{J}r)\rangle-\langle\alpha(X, Z),$ $\alpha$ ( $1’$, \mbox{\boldmath $\nu$}T )
: 0 , $\alpha(X, Y)=0$
$c\nu(X, Z)[perp]\alpha(Y, W)$ .
$\mathrm{R}^{10}$ , =10
( 6) . ( [14] . $\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{p}://\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w}.\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{s}$.hiroshima-
u.ac.jp )
2 , “
” . $P^{2}$ (Cay) =10 , “
( ) .








$S^{n}\subset \mathrm{R}^{n+1}$ $(n\geq 3)$ , $\bullet$ $Sp(2)\subset \mathrm{R}^{16}$ ,
$\bullet$
$M^{n}\subset \mathrm{R}^{n+r}$ type $\geq 3$ ( $r \leq\frac{1}{3}n$),
$\bullet P^{2}(\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{y})\subset \mathrm{R}^{26}$ .
$P^{2}$ (H) $Sp$ (n)
, $P^{2}$ (Cay) . ( $P^{2}$ (R), $P^{2}$ (C),
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9 class one .
Kobayashi [26] . (
, Kobayashi ( ) 1
. Kobayashi
,
. ) ? , 1/2 $\cdot n(n+1)$
$H^{n}$
.
(3) $p(G/K)$ , ,
:




$G$ $p$ (G) :
Lie .$\mathrm{s}.(G)$
$s(G)=\{$
rank $G$ $G\neq SU(n),$ SO$(2n),$ $E_{6}$ ,
$[ \frac{1}{2}n]$ $SU(n)$ ,
2 $[ \frac{1}{2}n]$ SO $(2n)$ ,
4 $E_{\mathrm{b}}$.
,‘ $p(G)\geq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}$ $G+s$ (G) [9].






[2]. ( $P^{2}$ (C) =4
, =2 [2], [39]. )
$P^{2}$ (C) $\mathrm{R}^{7}$ ? , =3





$P^{n}$ (C) , $\mathrm{R}^{n(n+2)}$ $\mathrm{R}^{[16n/5]-1}$
[3]. gap :
.
$M^{5}=SU(3)/SO$ (3) $\not\subset \mathrm{R}^{7}$ $\subset \mathrm{R}^{12}$ , =5
[4]. $SU(3)/SO(3)$ $\mathrm{R}^{10}$
?
“ ” “ ”
. , $\mathfrak{g}$ , $(\mathfrak{g}, \mathrm{f})$
. ?
.
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:$M$ $\dim M$ $M\not\subset \mathrm{R}^{N}$ $\subset \mathrm{R}^{N}$
$AI$ $SU(n)/SO(n)$ $(n\geq )\underline{1}(n-1)(n12)$ 2-2 $n(n+1)$
$AII$ $SU(2n.)/Sp($ $)$ $( . \geq 3)$ $(n-1)(2nf1)$ $3n^{2}-2n-2$ $2n.(2n-1)$
AIII $P^{2}(\mathrm{C})$ 4 6 8
$P^{\cdot}(\mathrm{C})$ 6 9 15
$P^{4}(\mathrm{C})$ 8 12 24
$P^{n}(\mathrm{C})$ $( \geq 5)$ 2




















SO $+q$) $/SO(p)\cross SO(q)$ $pq$
$(p\geq q\geq 3)$
BDII $*S$ $(n\geq 2)$








$*H$ (yz $\geq 2$ ) $n$ 2 -2 $2n-1$
CI $*Sp($ $)/U()$ $(n\geq 1)$ (+1)




























SO$(2n)/U()( \geq 5)$ $(n-1)$ $\frac{3}{2}n$ ( -1)–1 $n(2n-1)$
12
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